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К РАСЧЕТУ ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ 
С МИНИМАЛЬНЫМ РЫВКОМ 

 

Олифер В.И. 
 

В работе [1] была рассмотрена следующая задача:  «Полиномом какой степени можно 
описать траекторию  движения точки при заданных начальных и конечных условиях?» 

Начальные и конечные условия:	���� ���0� = 0; 												���
� = �
;			�� �0� = 0;												�� �0� 	= 0;					�� �0� = 0;													�� �0� = 0;						 
Дополнительное условие: 
���∈��,��� � ����������� , где третья производная ����� называется 
рывком (jerk). 

Авторы [1] задавались вопросом, какая функция ���� наиболее плавно соединяет 
начальную точку с целевой точкой за заданное время �
. Эта функция ����, среди всех 
возможных функций, должна имееть минимальное значение рывков. Такой функцией 
оказался полином 5-й степени 

При �
 = 0.5	  и  �
 = 10 значения коэффициентов  этого полинома равны �� = � = �� =0, 		�! = 	800, �# = −2400,			�' = 1920. 

Брюс Хофф и Майкл Арбиб [2]  преложили нормализованное по � уравнение 
минимальной траектория рывка, которое также является полиномом пятой степени. 
Цель такой нормализаци преобразовать интервал � ∈ ���, �
� в интервал �0, 1�. 
Если ) обозначает это нормализованное время, то имеем: 

) = �� − ���* ,			)� = *+ ,				* = �
 − ��,			)���� = 0,			)��
� = 1,			� = )* + �� 
Тогда траектория с минимальным рывком имеет следующую форму 

При начальных и конечных условиях:	���� ���0� = ��; 												���
� = �
;			�� �0� = -�; 												�� �0� 	= 0;					�� �0� = .�; 													�� �0� = 0;						 
и с учётом )� = 1/*  получим 

���� = �� + � � + ���� + �!�! + �#�# + �'�',  
 (1) 

��)� = �� + � ) + ��)� + �!)! + �#)# + �')'  (2) 

���)� = �� + 2��) + 3�!)� + 4�#)! + 5�')#�/*; ���)� = �2�� + 6�!) + 12�#)� + 20�')!�/*�; (3) 
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где: �� = ��,						� = *-�,					�� = *.�/2,					  
�! = −3*�.�2 − 6*-� + 10∆�, 
			�# = 3*�.�2 + 8*-� − 15∆�, 						�' = −*�.�2 − 3*-� + 6∆��, ∆� = ��
 − ��� 
При 	�� = -� = 		 .� = 0   и  ∆� = ��
 − ���   имеем 

 

  
Рис 1. Графики ��)�, -�)�, ��)�,			3�)�  при  �� = -� =		 .� = 0 и  ∆� = 10, * = 0.5 

 
В настоящей работе, принимая в расчет соотношения (3), делается попытка учесть 

влияние угловой скорости на уравнение минимальной траектория рывка.   
Пусть движение точки происходит в плоскости 0)� 4 5 подвижной системе отсчета (см. 
рис. 2в), которая вращается  с постоянной угловой скоростью 67 относительно 
неподвижной системы отсчёта (см. рис. 2а). Тогда согласно [3],  движение точки при 
постоянной угловой скорости в неподвижной системе отсчета описываетcя уравнениями: 

���)� = �6�! 	+ 24�#) + 60�')��/*!, 

�� = � = �� = 0, 			�! = 10∆�,			�# = −15∆8,			�' = 6∆�		 ��)� = �10)! − 15)# + 6)'�∆�; 
-�)� = ���)� = �30)� − 60)! + 30)#�∆�/*; 
��)� = �� �)� = �60) − 180)� + 120)!�∆�/*�; 
3�)� = ���)� = �60 − 360) + 360)��∆�/*!  

(4) 
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Рис 2. Неподвижная (а) и подвижная (в) системы отсчета 
 

где:   ?@ = )A@+ ?BC@+ 0DE@,			6EE@ = 	0A@+ 0C@+ 67DE@,		 ?@� = )A@+ ?�BC@+ 0DE@,				?@� = )A@+ ?�BC@+ 0DE@,			?@F = )A@ + ?�BC@+ 0DE@ 
Учитывая следующие соотношения: 6EE@ × ?@ = 6�−?A@ + 	)C@�,																	6EE@ × ?@� = 6�−?� A@ + )C@�,		 6EE@ × ?@� = 6H−?A@� + )C@I,																		6EE@ × ?@F = 6�−?�A@+ )C@�, 6EE@ × �6EE@ × ?@� = 	−6��)A@ + ?C@�,			6EE@ × H6EE@ × �6EE@ × ?@�I = 6!�?A@− )C@�,		 6EE@ × H6EE@ × ?@�I = −6��)A@+ ?�C@�, 
уравнения (5) запишутся в виде: 

Далее поставляя (4) в (6)  при ∆y = 10, * = 0.5 получим 

KEE@L = M) ∙ NOP�)67� − ?B ∙ P���)67�QA@+ M) ∙ P���)67� + ?B ∙ NOP�)67�QC@, :EE@ = ?@� + 6EE@ × ?@,       =EE@ = ?@� + 6EE@ × �6EE@ × ?@� + 26EE@ × ?@� ,     R@ = ?@F+ 6EE@ × H6EE@ × �6EE@ × ?@�I + 36EE@ × H?@� + 6EE@ × ?@�I,       
(5) 

:EE@ = ?@� + 6EE@ × ?@ = )A@+ ?�BC@+ 67H)C@− ?BA@I = 

=EE@ = ?@� + 6EE@ × �6EE@ × ?@� + 26EE@ × ?@� = )A@ + ?�BC@	−	6��)A@+ ?C@� + 26�−?�A@+ )C@� = 

R@ = ?@F+ 6EE@ × H6EE@ × �6EE@ × ?@�I + 36EE@ × H?@� + 6EE@ × ?@�I = 			= )A@+ ?�BC@+ 6!�?A@ − )C@� + 36�−?�A@+ )C@� 		− 	36��)A@+ ?�C@� = 

			= H)�1 − 367�� + 67!?B 	− 367?�BIA@+ S?�B −67!) + 367H) − 67?�BIT C@ 

    = H) − 67?BIA@+ �?�B +	67)�C@, 
				= H)�1 − 67�� − 267?�BIA@+ S?�B + 67H2) − 67?BIT C@, (6) 
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Z-B�)� 67) += - ) ;� �-[�)� ) − 67��)�;=  

 

\�B�)� = � ) + 67H2) − 67��)�I;� ��[�)� = )�1 67�− � − 672 -�) ;				�  

 

\3B�)� = 3 )� � 67!) + 367H) − 67-�)�I;			−3[�)� = )�1 − 67�3 � 67!��)�+ − 673 � )� �; 
|C@�)�| = ^3[��)� + 3B��)�, 
∆:�;� = :<�;� − :�;� = 67), 
∆=�;� = =<�;� − =�;� = 67H2) − 67��)�I, 
∆>�;� = ><�;� − >�;� = 67!) + 367H) − 67-�)�I,−  

где: ��)� = 100)! − 150)# + 60)';  
-�)� = 600)� − 1200)! + 600)#; 
��)� = 2400) − 7200)� + 4800)!; 3�)� = 4800 − 2880) + 2880)� 67 = `/8 представлены в виде соответствующий графиков в Результаты расчёта для 
Приложении 1. Значение компонеты рывка >< в среднем уменьшилось на 0.5%. 

Естественно эта величина будет расти  с увеличением  угловой скорости 67. 
 
В заключение, заметим, что все выше приведенные математические преобразования, 
проверялись искусственным интелектом CoPilot.  
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Приложение 1. 
 
 

 
 

Рис 3. Графики компонент векторов скорости :EE@ и ускорения  =EE@ 
 

 

 

 
 

Рис 4. Графики компонент вектора рывка  R@  и его модуля	|R@�;�| 
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Рис 5. Графики отклонений 			∆:�;� = :<�;� − :�;�, ∆=�;� = =<�;� − =�;� ,  ∆>�;� = ><�;� − >�;� 
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Абстракт 
 

В данной публикации рассматривается модель сложного движения  материальной точки с учетом рывка и 
вращения при заданных начальных и конечных условиях, а также минимума вариации квадрата рывка.  

This publication examines a model of complex motion of a material point, taking into account jerk and rotation, with 
given initial and final conditions, as well as the minimization of the variation of the square of the jerk. 
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